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ABSTRACT 

Prime Avoidance theorem is a famous theorem in Commutative Algebra. 
Some authors proved this theorem in case the ring is not commutative. 
Moreover, many authors generalized this result for modules over 
commutative ring and noncommutative ring. In this paper, Sanh’s 
definition (2010) of prime submodule was used to study the finite unions 
of submodules and prove the Prime Avoidance theorem for modules over 
noncommutative ring. 

TÓM TẮT 

Prime Avoidance là một định lý nổi tiếng trong Đại số giao hoán. Một số 
tác giả đã chứng minh định lý này trong trường hợp vành không giao 
hoán. Hơn nữa, nhiều nhà toán học đã mở rộng kết quả này cho module 
trên vành giao hoán và vành không giao hoán. Trong bài báo này, định 
nghĩa module con nguyên tố theo Sanh (2010) được sử dụng để nghiên 
cứu bài toán hợp hữu hạn của các module con và chứng minh kết quả 
Định lý Prime Avoidance cho module trên vành không giao hoán. 

Trích dẫn: Lê Phương Thảo, 2017. Hợp hữu hạn của các module con. Tạp chí Khoa học Trường Đại học 
Cần Thơ. 53a: 82-87. 

1 GIỚI THIỆU 

Ideal nguyên tố xuất hiện trong rất nhiều bài 
toán của lý thuyết vành. Trong một vành không 
giao hoán, ta có định nghĩa ideal nguyên tố như 
sau: Một ideal ܲ của vành ܴ được gọi là ideal 
nguyên tố của ܴ nếu với mọi ideal ܬ ,ܫ của ܴ và 
ܬܫ ⊂ ܲ thì ܫ ⊂ ܲ hoặc	ܬ ⊂ ܲ. (Lam, 1991). Ideal 
nguyên tố và các vấn đề liên quan được rất nhiều 
nhà toán học trên thế giới quan tâm và nghiên cứu. 
Có nhiều kết quả hay liên quan tới ideal nguyên tố 
và chúng ta muốn tìm những kết quả tương tự 
trong lý thuyết module. Nhiều nhà toán học đã đưa 
ra khái niệm module con nguyên tố và nghiên cứu 
chúng nhưng đa số những khái niệm này chỉ xuất 
hiện trong trường hợp của module trên vành giao 
hoán, chẳng hạn module nhân. Trong trường hợp 
module trên vành không giao hoán, rất khó tìm 
được một cấu trúc tương tự như ideal nguyên tố. 
Năm 2010, Sanh et al. đã đưa ra một định nghĩa 

module con nguyên tố trên vành không giao hoán 
và nghiên cứu được nhiều tính chất của chúng.  

Prime Avoidance là một định lý nổi tiếng, xuất 
hiện trong nhiều sách Đại số giao hoán. 
Karamzadeh (2012) đã chứng minh định lý này 
trong trường hợp của vành không giao hoán. Nhiều 
nhà toán học đã mở rộng kết quả của định lý cho 
module trên vành giao hoán (Lu, 1997) và cho 
module trên vành không giao hoán (Callialp and 
Tekir, 2002). Bài viết sẽ sử dụng định nghĩa 
module con nguyên tố theo Sanh et al. (2010) để 
chứng minh kết quả của định lý này cho module 
trên vành không giao hoán.  

Trong toàn bộ bài báo này, tất cả các vành đều 
có đơn vị và tất cả các module là ܴ-module phải. 
Cho ܯ là một ܴ-module phải và ܵ ൌ Endோሺܯሻ là 
vành các tự đồng cấu của ܯ. Một module con ܺ 
của ܯ được gọi là module con hoàn toàn bất biến 
của ܯ nếu ݏሺܺሻ ⊂ ܺ, với mọi ݏ ∈ ܵ, trong đó 
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ሺܺሻݏ ൌ ሼݏሺݔሻ|ݔ ∈ ܺሽ. Theo định nghĩa này, tập 
hợp các module con hoàn toàn bất biến của ܯ khác 
rỗng và đóng với tổng và giao. Đặc biệt, một ideal 
phải của ܴ là hoàn toàn bất biến của ܴோ nếu nó là 
ideal của ܴ.    

Cho ܬ ,ܫ ⊂ ܵ và ܺ ⊂  :Ta ký hiệu .ܯ

ሺܺሻܫ ൌ ∑ ݂ሺܺሻ௙∈ூ ;  

Kerሺܫሻ ൌ ⋂ Ker݂௙∈ூ ;  

và  

ܬܫ ൌ ሼ∑ ௜ଵஸ௜ஸ௡ݕ௜ݔ ௜ݔ| ∈ ,ܫ ௜ݕ ∈ ,ܬ 1 ൑ ݅ ൑ ݊, ݊ ∈ Գሽ. 

Với các ký hiệu này, ta thấy với bất kỳ ܴ-
module phải ܯ và bất kỳ ideal phải ܫ của ܴ, tập 
hợp ܫܯ là module con hoàn toàn bất biến của ܯ. 

Định nghĩa 1.1 (Sanh et al., 2010) Cho ܯ là 
một ܴ-module phải và ܺ là một module con thật sự 
và hoàn toàn bất biến của ܯ. Khi đó, ܺ được gọi là 
module con nguyên tố của ܯ (hoặc ܺ nguyên tố 
trong ܯ) nếu với mọi ideal ܫ của ܵ và với mọi 
module con hoàn toàn bất biến ܷ của ܯ và ܫሺܷሻ ⊂
ܺ thì ܫሺܯሻ ⊂ ܺ hoặc ܷ ⊂ ܺ. 

Đặc biệt, một ideal ܲ của vành ܴ được gọi là 
ideal nguyên tố nếu với mọi ideal ܬ ,ܫ của ܴ và 
ܬܫ ⊂ ܲ thì ܫ ⊂ ܲ hoặc ܬ ⊂ ܲ. 

Một ܴ-module phải ܯ được gọi là module 
nguyên tố nếu 0 là module con nguyên tố của ܯ. 

Một module con hoàn toàn bất biến ܺ của ܯ 
được gọi là module con nửa nguyên tố của ܯ (hoặc 
ܺ nửa nguyên tố trong ܯ) nếu ܺ là giao của các 
module con nguyên tố nào đó của ܯ. 

Một ܴ-module phải ܯ được gọi là module  
nửa nguyên tố nếu 0 là module con nửa nguyên tố 
của ܯ. 

Căn nguyên tố của ܯ, kí hiệu ܲሺܯሻ, là giao 
của tất cả các module con nguyên tố của ܯ. 

Sau đây, chúng ta giới thiệu tập ܫ௑. Tập này 
đóng vai trò rất quan trọng trong quá trình nghiên 
cứu về module con nguyên tố và module con nửa 
nguyên tố. Với mỗi tập con ܺ ⊂ ௑ܫ ta ký hiệu ,ܯ ൌ
ሼ݂ ∈ ܵ|݂ሺܯሻ ⊂ ܺሽ. Nếu ܺ là một module con của 
 ௑ là một ideal phải của ܵ, và nếu ܺ là mộtܫ thì ܯ
module con hoàn toàn bất biến của ܯ thì ܫ௑ là một 
ideal của ܵ. Mối liên hệ giữa ܺ và ܫ௑ được trình 
bày trong (Sanh et al., 2010, 2013). Một ܴ-module 
phải ܯ được gọi là tự sinh khi ܯ sinh ra tất cả các 
module con của nó. 

Định lý sau đây cho chúng ta tiêu chuẩn để 
kiểm tra một module con có là module con nguyên 
tố hay không. 

Định lý 1.2 (Sanh et al., 2010) Cho ܯ là một 
ܴ-module phải. Cho ܺ là một module con thật sự 
và hoàn toàn bất biến của ܯ. Các điều kiện sau đây 
tương đương: 

 ܺ là module con nguyên tố của ܯ; 

 Với mọi ideal phải ܫ của ܵ và với mọi 
module con ܷ của ܯ, nếu ܫሺܷሻ ⊂ ܺ thì ܫሺܯሻ ⊂ ܺ 
hoặc ܷ ⊂ ܺ; 

 Với mọi ߮ ∈ ܵ và mọi module con hoàn 
toàn bất biến ܷ của ܯ, nếu ߮ሺܷሻ ⊂ ܺ thì ߮ሺܯሻ ⊂
ܺ or ܷ ⊂ ܺ; 

 Với mọi ideal trái ܫ của ܵ và với mọi tập 
con ܣ của ܯ, nếu ܵܫሺܣሻ ⊂ ܺ thì ܫሺܯሻ ⊂ ܺ hoặc 
ܣ ⊂ ܺ; 

 Với mọi ߮ ∈ ܵ và với mọi ݉ ∈  nếu ,ܯ
߮൫ܵሺ݉ሻ൯ ⊂ ܺ thì ߮ሺܯሻ ⊂ ܺ hoặc  ݉ ∈ ܺ. 

Hơn nữa, nếu ܯ là module tự xạ ảnh thì những 
điều kiện trên tương đương với: 

 ܯ ܺ⁄  là module nguyên tố. 

Các mệnh đề sau đây cho ta mối liên hệ giữa ܺ 
và ܫ௑ (Sanh et al., 2010, 2013). 

Mệnh đề 1.3 Cho ܯ là một ܴ-module phải, 
ܵ ൌ Endோሺܯሻ là vành các tự đồng cấu của ܯ và ܺ 
là một module con hoàn toàn bất biến của ܯ. Nếu 
ܺ là module con nguyên tố của ܯ thì ܫ௑ là ideal 
nguyên tố của ܵ. Ngược lại, nếu ܯ là module tự 
sinh và ܫ௑ là ideal nguyên tố của ܵ thì ܺ là module 
con nguyên tố của ܯ. 

Mệnh đề 1.4 Cho ܯ là một ܴ-module phải. 
Khi đó: 

 Nếu ܺ là module con nửa nguyên tố của ܯ 
thì ܫ௑ là ideal nửa nguyên tố của ܵ; 

 Nếu ܯ là một ܴ-module phải tự sinh và ܲ là 
ideal nửa nguyên tố của ܵ thì ܺ ൌ ܲሺܯሻ là module 
con nửa nguyên tố của ܯ và ܫ௑ ൌ ܲ. 

Định lý sau đây cho ta tiêu chuẩn của module 
con nửa nguyên tố. 

Định lý 1.5 (Sanh et al., 2013) Cho ܯ là một 
ܴ-module phải tự sinh và ܺ là một module con 
hoàn toàn bất biến của ܯ. Khi đó các khẳng định 
sau tương đương: 

 ܺ là module con nửa nguyên tố của ܯ; 

 Nếu ܬ là một ideal của ܵ sao cho ܬଶሺܯሻ ⊂ ܺ 
thì ܬሺܯሻ ⊂ ܺ; 

 Nếu ܬ là một ideal của ܵ sao cho ܬሺܯሻ ⊋ ܺ 
thì ܬଶሺܯሻ ⊄ ܺ; 

 Nếu ܬ là một ideal phải của ܵ sao cho 
ሻܯଶሺܬ ⊂ ܺ thì ܬሺܯሻ ⊂ ܺ; 
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 Nếu ܬ là một ideal trái của ܵ sao cho 
ሻܯଶሺܬ ⊂ ܺ thì ܬሺܯሻ ⊂ ܺ. 

Từ Định lý 1.5 ta có hệ quả sau: 

Hệ quả 1.6 (Sanh et al., 2013) Cho ܯ là một 
ܴ-module phải tự sinh và ܺ là một module con nửa 
nguyên tố của ܯ. Nếu ܬ là một ideal phải (hoặc 
trái) của ܵ sao cho tồn tại số nguyên dương ݊ để 
ሻܯ௡ሺܬ ⊂ ܺ thì ܬሺܯሻ ⊂ ܺ. 

Bài báo này sử dụng Định nghĩa 1.1 về module 
con nguyên tố để nghiên cứu bài toán hợp hữu hạn 
của các module con và chứng minh kết quả Định lý 
Prime Avoidance cho module trên vành không giao 
hoán. Phần tiếp theo của bài báo được cấu trúc như 
sau: phần 2 trình bày các khái niệm, tính chất của 
bài toán hợp hữu hạn của các module con. Trong 
phần 3, định lý Prime Avoidance được trình bày và 
chứng minh chi tiết. Phần 4 là kết luận của bài viết. 

2 HỢP HỮU HẠN CỦA CÁC MODULE 
CON 

Một số tác giả đã nghiên cứu bài toán hợp hữu 
hạn của các ideal (McCoy, 1957; Gottlieb, 1994), 
hợp hữu hạn các module con (Lu, 1997; Callialp 
and Tekir, 2002; Karamzadeh, 2012). Trong mục 
này, bài viết trình bày một số kết quả khác liên 
quan đến hợp hữu hạn các module con của một ܴ-
module ܯ.    

Định nghĩa 2.1 Cho ܰ, ଵܰ, ଶܰ, … , ௡ܰ là các 
module con của ܴ-module phải ܯ. Ta nói ܰ ⊂
ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪ ௡ܰ là một phủ đầy đủ nếu ܰ không 

chứa trong hợp của bất kỳ ݊ െ 1 module con nào 
của họ	 ଵܰ, ଶܰ, … , ௡ܰ; nghĩa là ta không thể bỏ bớt 
௞ܰ nào.  

Ta nói ܰ ൌ ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪ ௡ܰ là một hợp đầy 
đủ nếu ta không thể bỏ bớt ௞ܰ nào.  

Sau đây ta sẽ xét đặc điểm của số module con 
trong một phủ đầy đủ của một module con của 
module ܯ. 

Trước hết ta xét trường hợp ݊ ൌ 2. Nếu 
ܰ, ଵܰ, ଶܰ là các module con của ܯ sao cho ܰ ⊂
ଵܰ ∪ ଶܰ thì ܰ ⊂ ଵܰ hoặc ܰ ⊂ ଶܰ. Thật vậy, nếu 
ܰ ⊄ ଵܰ và ܰ ⊄ ଶܰ thì tồn tại ݔ ∈ ܰ\ ଵܰ và ݕ ∈
ܰ\ ଶܰ. Khi đó ݔ ൅ ݕ ∉ ܰ. Điều này vô lý. Do đó, 
ܰ ⊂ ଵܰ hoặc ܰ ⊂ ଶܰ. Điều này cho thấy phủ của 
một module con bởi hai module ଵܰ, ଶܰ không bao 
giờ là phủ đầy đủ. Do đó, ܰ ⊂ ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪ ௡ܰ 
là một phủ đầy đủ chỉ khi ݊ ൐ 2 hoặc ݊ ൌ 1. 

Bổ đề dưới đây cho ta tính chất của giao của 
các module con trong một phủ đầy đủ của một 
module con của module ܯ. 

Bổ đề 2.2 Cho ܰ, ଵܰ, ଶܰ, … , ௡ܰ (với ݊ ൐ 1) là 
các module con của ܴ-module phải ܯ và ܰ ൌ
ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪ ௡ܰ là một hợp đầy đủ. Khi đó 
⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ ൌ ⋂ ௜ܰ

௡
௜ୀଵ  với mọi ݇ thỏa 1 ൑ ݇ ൑ ݊. 

Chứng minh 

Rõ ràng ta có ⋂ ௜ܰ
௡
௜ୀଵ ⊂ ⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ . 

Để chứng minh ⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ ⊂ ⋂ ௜ܰ
௡
௜ୀଵ , ta chỉ cần 

chứng minh ⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ ⊂ ௞ܰ với mọi ݇ thỏa 1 ൑ ݇ ൑
݊. Do ܰ ൌ ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪ ௡ܰ là một hợp đầy đủ, 
ta có ௞ܰ ⊄ ⋃ ௜ܰ௜ஷ௞ . Khi đó, tồn tại ݕ ∈
௞ܰ\⋃ ௜ܰ௜ஷ௞ . Lấy ݔ là một phần tử tùy ý của 

⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ . Khi đó ta có ݔ ൅ ݕ ∉ ⋃ ௜ܰ௜ஷ௞ . Suy ra ݔ ൅
ݕ ∈ ௞ܰ, do đó ݔ ∈ ௞ܰ. Điều này dẫn đến ⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ ⊂
௞ܰ với mọi ݇ thỏa 1 ൑ ݇ ൑ ݊ và do đó ⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ ⊂

⋂ ௜ܰ
௡
௜ୀଵ .   

Vậy ⋂ ௜ܰ௜ஷ௞ ൌ ⋂ ௜ܰ
௡
௜ୀଵ  với mọi ݇ thỏa 1 ൑

݇ ൑ ݊.      

Định lý 2.3 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự xạ 
ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử ܺ, ଵܺ, ܺଶ, ܺଷ là 
các module con hoàn toàn bất biến của ܯ sao cho 
ܺ ൌ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ ܺଷ là một hợp đầy đủ. Khi đó 
௑ܫ
ଶሺܯሻ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ ܺଷ. 

Chứng minh 

Do ܯ là module tự sinh nên ܺ ൌ  ሻ vàܯ௑ሺܫ
௜ܺ ൌ ݅ ሻ, vớiܯ௑೔ሺܫ ൌ 1,2,3. 

Do ܺ ൌ ሺ ଵܺ ൅ ܺଶሻ ∪ ܺଷ và ܺ ് ܺଷ nên ܺ ൌ
ଵܺ ൅ ܺଶ. Lập luận tương tự ta cũng có ܺ ൌ ܺଶ ൅
ܺଷ ൌ ଵܺ ൅ ܺଷ. Khi đó: 

௑భሺܺሻܫ ൌ ௑భሺܺଶܫ ൅ ܺଷሻ ൌ ௑భሺܺଶሻܫ ൅ ௑భሺܺଷሻܫ ⊂

ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ ܺଷ, trong đó đẳng thức cuối cùng là do 
bổ đề 2.2. Tương tự ta cũng thu được:  

௑మሺܺሻܫ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ ܺଷ và ܫ௑యሺܺሻ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩
ܺଷ.  

Do ܯ là một module tự xạ ảnh, hữu hạn sinh và 
tự sinh nên theo (Wisbauer, 1991) ta được: 

௑భܫ  ൅ ௑మܫ ൌ ,ܯቀ݉݋ܪ ൫ܫ௑భ ൅  ሻቁܯ௑మ൯ሺܫ

     ൌ ,ܯቀ݉݋ܪ ሻܯ௑భሺܫ ൅  ሻቁܯ௑మሺܫ

     ൌ ,ܯሺ݉݋ܪ ଵܺ ൅ ܺଶሻ 

     ൌ ,ܯቀ݉݋ܪ  ሻቁܯ௑భା௑మሺܫ

     ൌ   .௑భା௑మܫ

Khi đó ሺܫ௑భ ൅ ௑మሻሺܺሻܫ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ ܺଷ, suy ra 
௑ሺܺሻܫ ൌ ௑భା௑మሺܺሻܫ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ ܺଷ.  

Do đó ܫ௑
ଶሺܯሻ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ ܺଷ. 



Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ  Tập 53, Phần A (2017): 82-87 

 85 

Trong chứng minh Định lý 2.3 ta nhận thấy: 

௑భሺܺሻܫ  ൌ ௑భሺܺଶܫ ൅ ܺଷሻ ൌ ௑భሺܺଶሻܫ ൅
௑భሺܺଷሻܫ ൌ ሺܫ௑భܫ௑మ ൅  .ሻܯ௑యሻሺܫ௑భܫ

Tương tự, ta cũng có: 

௑మሺܺሻܫ  ൌ ሺܫ௑మܫ௑భ ൅  ,ሻܯ௑యሻሺܫ௑మܫ

௑యሺܺሻܫ  ൌ ሺܫ௑యܫ௑భ ൅  .ሻܯ௑మሻሺܫ௑యܫ

Từ đó ܫ௑ሺܺሻ ൌ ሺܫ௑భܫ௑మ ൅ ௑యܫ௑భܫ ൅ ௑భܫ௑మܫ ൅
௑యܫ௑మܫ ൅ ௑భܫ௑యܫ ൅  ,ሻܯ௑మሻሺܫ௑యܫ

hay ܫ௑
ଶሺܯሻ ൌ ሺܫ௑భܫ௑మ ൅ ௑యܫ௑భܫ ൅ ௑భܫ௑మܫ ൅

௑యܫ௑మܫ ൅ ௑భܫ௑యܫ ൅  .ሻܯ௑మሻሺܫ௑యܫ

Bây giờ, với ଵܺ, … , ܺ௡ là các module con của 
ܴ-module phải ܯ, để đơn giản trong việc trình bày 
mệnh đề kế tiếp ta ký hiệu ܫ௑೔ ൌ ݅ ௜, với mỗiܫ ൌ
1,… , ݊. Với mỗi số nguyên dương ݇ ൑ ݊ ta đặt 
,ଵܫ௞ሺ݌ … , ∑ ௡ሻ là tổngܫ ௜భܫ … ௜ೖܫ  trong đó ሼ݅ଵ, … , ݅௞ሽ 
chạy hết trên tập các tập con của ሼ1, … , ݊ሽ gồm 
đúng ݇ phần tử.  

Như vậy, trong trường hợp ݊ ൌ 3 ta có 
௑ܫ
ଶሺܯሻ ൌ ,ଵܫଶሺ݌ ,ଶܫ  ଷሻ. Tổng quát, ta có mệnh đềܫ

sau: 

Mệnh đề 2.4 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự 
xạ ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử ܺ, ଵܺ, … , ܺ௡ 
là các module con hoàn toàn bất biến của ܯ sao 
cho ܺ ⊂ ܺ௥ ൅ ܺ௦ với mọi ݎ ് 1 ,ݏ ൑ ,ݎ ݏ ൑ ݊.  

Khi đó ܫ௑
௞ሺܯሻ ⊂ ,ଵܫ௞ሺ݌ … , ݇ ሻ vớiܯ௡ሻሺܫ ൌ

1,… , ݊ െ 1. 

Chứng minh 

Ta chứng minh mệnh đề bằng phương pháp qui 
nạp theo ݇. 

Mệnh đề hiển nhiên đúng khi ݇ ൌ 1. 

Giả sử kết quả đúng với ݇ െ 1, nghĩa là 
௑ܫ
௞ିଵሺܯሻ ⊂ ,ଵܫ௞ିଵሺ݌ … ,  .ሻܯ௡ሻሺܫ

Khi đó ܫ௑
௞ሺܯሻ ⊂ ,ଵܫ௞ିଵሺ݌௑ܫ … ,   .ሻܯ௡ሻሺܫ

Ta chỉ cần chứng minh ܫ௑ܫ௜భ … ሻܯ௜ೖషభሺܫ ⊂
,ଵܫ௞ሺ݌ … , ,ሻ với mỗi tập con ሼ݅ଵܯ௡ሻሺܫ … , ݅௞ିଵሽ của 
ሼ1, … , ݊ሽ gồm đúng ݇ െ 1 phần tử. Ta lấy hai số 
khác nhau 1 ൑ ,ݎ ݏ ൑ ݊ bên ngoài tập ሼ݅ଵ, … , ݅௞ିଵሽ. 
Điều này luôn có thể thực hiện được do ݇ െ 1 ൑
݊ െ 2. Do ܺ ⊂ ܺ௥ ൅ ܺ௦ nên ܫ௑ ⊂ ௥ܫ ൅   :௦. Do đóܫ

௜భܫ௑ܫ … ሻܯ௜ೖషభሺܫ ⊂ ሺܫ௥ ൅ ௜భܫ௦ሻܫ … ሻܯ௜ೖషభሺܫ ⊂
,ଵܫ௞ሺ݌ … ,   .ሻܯ௡ሻሺܫ

Vậy ܫ௑
௞ሺܯሻ ⊂ ,ଵܫ௞ሺ݌ … , ݇ ሻ vớiܯ௡ሻሺܫ ൌ

1,… , ݊ െ 1.     

Đối với hợp hữu hạn của các ideal, ta có định lý 
sau: (McCoy, 1957) “Cho ܫ và ܣ௜ ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ là 
các ideal của vành ܴ sao cho ܫ ⊂ ଵܣ ∪ ଶܣ ∪ …∪
݊ không chứa trong hợp của bất kỳ ܫ ௡. Nếuܣ െ 1 
ideal ܣ௜ nào thì tồn tại số nguyên dương ݇, phụ 
thuộc ݊, sao cho ܫ௞ ⊂ ଵܣ ∩ ଶܣ ∩ …∩  ௡.”. Định lýܣ
2.3 là trường hợp của định lý này được tổng quát 
cho hợp của ba module. Trong trường hợp tổng 
quát cho hợp hữu hạn của các module, ta có định lý 
sau đây. 

Định lý 2.5 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự xạ 
ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử 
ܺ, ଵܺ, ܺଶ,… , ܺ௡ là các module con hoàn toàn bất 
biến của ܯ và ܺ ൌ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ là một hợp 
đầy đủ. Khi đó tồn tại số nguyên dương ݇, phụ 
thuộc ݊, sao cho  

௑ܫ
௞ሺܯሻ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ …∩ ܺ௡. 

Chứng minh 

Mệnh đề hiển nhiên đúng khi ݊ ൌ 1. 

Nếu ݊ ൐ 1 thì ݊ ൒ 3. Ta sẽ chứng minh mệnh 
đề trong trường hợp ݊ ൒ 3 bằng phương pháp qui 
nạp theo ݊. Trường hợp ݊ ൌ 3 đã được chứng 
minh trong Định lý 2.3. Giả sử mệnh đề này đúng 
trong trường hợp ܺ là hợp đầy đủ của ít hơn ݊ 
module con hoàn toàn bất biến của ܯ. Ta có:                             

ܺ ൌ ሺ ଵܺ ൅ ܺଶሻ ∪ ܺଷ ∪ …∪ ܺ௡  

và ta có thể thu gọn để được một hợp đầy đủ 
của ܺ. Do ܺ ് ܺଷ ∪ …∪ ܺ௡ nên trong hợp đầy đủ 
của ܺ phải chứa module ଵܺ ൅ ܺଶ. Khi đó, theo giả 
thiết qui nạp, tồn tại số nguyên dương ݇ଵଶ sao cho 
௑ܫ
௞భమሺܯሻ ⊂ ଵܺ ൅ ܺଶ. Bằng cách lập luận tương tự 

ta cũng có ܫ௑
௞ೝೞሺܯሻ ⊂ ܺ௥ ൅ ܺ௦ với mọi ݎ ് 1 ,ݏ ൑

,ݎ ݏ ൑ ݊.  

Đặt ݈ ൌ maxሼ݇௥௦ ݎ| ് ,ݏ 1 ൑ ,ݎ ݏ ൑ ݊ሽ. Ta có 
௑ܫ
௟ሺܯሻ ⊂ ܺ௥ ൅ ܺ௦ với mọi ݎ ്  Áp dụng Mệnh .ݏ

đề 2.4 ta được  

௑ܫ
௟ሺ௡ିଵሻሺܯሻ ⊂ ,ଵܫ௡ିଵሺ݌ … ,   .ሻܯ௡ሻሺܫ

Từ Bổ đề 2.2 ta suy ra ݌௡ିଵሺܫଵ, … , ሻܯ௡ሻሺܫ ⊂
ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ …∩ ܺ௡.  

Do đó ܫ௑
௟ሺ௡ିଵሻሺܯሻ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ …∩ ܺ௡. 

Đặt ݇ ൌ ݈ሺ݊ െ 1ሻ ta có ܫ௑
௞ሺܯሻ ⊂ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩

…∩ ܺ௡.     

Từ Định lý 2.5 ta có các hệ quả sau: 

Hệ quả 2.6 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự xạ 
ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử 
ܺ, ଵܺ, ܺଶ,… , ܺ௡ là các module con hoàn toàn bất 
biến của ܯ thỏa ܺ ⊂ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ và ܺ ⊊ ௜ܺ, 
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݅ ൌ 1,… , ݊. Khi đó tồn tại số nguyên dương ݇ sao 
cho ܫ௑

௞ሺܯሻ chứa trong ít nhất ba trong các module 
ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡. 

Chứng minh 

Ta thu gọn ܺ ⊂ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ thành một 
phủ đầy đủ. Do ܺ ⊊ ௜ܺ, ݅ ൌ 1,… , ݊ nên phủ đầy đủ 
của ܺ chứa ít nhất ba trong các module 
ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡. Áp dụng Định lý 2.5 cho các module 

trong phủ đầy đủ của ܺ, tồn tại số nguyên dương ݇ 
sao cho ܫ௑

௞ሺܯሻ chứa trong các module này.   
 Hệ quả 2.7 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự xạ 
ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử ଵܺ, ܺଶ,… , ܺ௡ 
là các module con hoàn toàn bất biến của ܯ sao 
cho ܺ ൌ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ là một module con của 
݅ Khi đó tồn tại số nguyên dương ݇ và tồn tại .ܯ ∈
ሼ1, … , ݊ሽ sao cho ܫ௑

௞ሺܯሻ ⊂ ௜ܺ. 

Chứng minh  

Trường hợp tồn tại ݅ ∈ ሼ1,… , ݊ሽ sao cho ܺ ൌ
௜ܺ thì ܫ௑ሺܯሻ ⊂ ௜ܺ. Trong trường hợp còn lại, kết 

quả được suy ra từ Định lý 2.5.       

Cho ܯ là một ܴ-module phải tự sinh và ܺ là 
một module con nửa nguyên tố của ܯ. Theo Hệ 
quả 1.6, nếu ܬ là một ideal phải (hoặc trái) của ܵ 
sao cho tồn tại số nguyên dương ݊ để ܬ௡ሺܯሻ ⊂ ܺ 
thì ܬሺܯሻ ⊂ ܺ. Ta có thêm các hệ quả sau của Định 
lý 2.5. 

Hệ quả 2.8 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự xạ 
ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử 
ܺ, ଵܺ, ܺଶ,… , ܺ௡ ሺ݊ ൒ 3ሻ là các module con hoàn 
toàn bất biến của ܯ sao cho ܺ ⊂ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ 
và ít nhất ݊ െ 2 module trong họ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ là 
nửa nguyên tố trong ܯ. Khi đó tồn tại ݅ ∈ ሼ1, … , ݊ሽ 
sao cho ܺ ⊂ ௜ܺ. 

Chứng minh  

Theo Hệ quả 2.6, tồn tại số nguyên dương ݇ sao 
cho ܫ௑

௞ሺܯሻ chứa trong ít nhất ba trong các module 
ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡. Do ít nhất ݊ െ 2 module trong họ 
ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ là nửa nguyên tố nên tồn tại ݅ ∈
ሼ1, … , ݊ሽ sao cho ܫ௑

௞ሺܯሻ ⊂ ௜ܺ và ௜ܺ là nửa nguyên 
tố trong ܯ. Khi đó ܺ ൌ ሻܯ௑ሺܫ ⊂ ௜ܺ.     

Hệ quả 2.9 Cho ܯ là một ܴ-module phải tự xạ 
ảnh, hữu hạn sinh và tự sinh. Giả sử ଵܺ, ܺଶ,… , ܺ௡ 
ሺ݊ ൒ 3ሻ là các module con hoàn toàn bất biến của 
݊ và ít nhất ܯ െ 2 module trong họ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ 
là nửa nguyên tố trong ܯ.  

Khi đó ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ là một module con 
của ܯ khi và chỉ khi tồn tại tồn tại ݅ ∈ ሼ1, … , ݊ሽ 
sao cho  ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡ ⊂ ௜ܺ.  

Chứng minh  

Đặt ܺ ൌ ଵܺ ∪ ܺଶ ∪ …∪ ܺ௡. Theo Hệ quả 2.8, 
nếu ܺ là một module con của ܯ thì tồn tại ݅ ∈
ሼ1, … , ݊ሽ sao cho ܺ ⊂ ௜ܺ. Ngược lại, nếu tồn tại 
݅ ∈ ሼ1,… , ݊ሽ sao cho ܺ ⊂ ௜ܺ thì ܺ ൌ ௜ܺ là một 
module con của ܯ.          

3 ĐỊNH LÝ PRIME AVOIDANCE CHO 
MODULE 

Định lý Prime Avoidance được phát biểu như 
sau: Cho ଵܲ, … , ௡ܲ (với ݊ ൒ 2) là các ideal của một 
vành giao hoán ܴ sao cho nhiều nhất hai trong ݊ 
ideal ଵܲ, … , ௡ܲ không nguyên tố. Cho ܫ là một ideal 
của ܴ sao cho ܫ ⊂ ⋃ ௜ܲ

௡
௜ୀଵ . Khi đó tồn tại ݆ ∈

ሼ1, … , ݊ሽ sao cho ܫ ⊂ ௝ܲ. (Sap, 2000). Trong mục 
này, chúng ta sẽ tổng quát và chứng minh Định lý 
Prime Avoidance cho trường hợp module trên vành 
không giao hoán. Trước hết, ta chứng minh mệnh 
đề sau đây. 

Mệnh đề 3.1 Giả sử ܰ, ଵܰ, ଶܰ, … , ௡ܰ là các 
module con hoàn toàn bất biến của ܴ-module phải 
ܰ và ܯ ⊂ ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪ ௡ܰ là một phủ đầy đủ 
với ݊ ൐ 2. Nếu ܫேೕ ⊄ ݆ ேೖ với mọiܫ ് ݇ thì tất cả 

௞ܰ không là module con nguyên tố của ܯ, với ݇ ∈
ሼ1,2, … , ݊ሽ.  

Chứng minh  

Theo giả thiết, ܰ ൌ ሺܰ ∩ ଵܰሻ ∪ ሺܰ ∩ ଶܰሻ ∪
…∪ ሺܰ ∩ ௡ܰሻ là một hợp đầy đủ. Nếu không, ta có 
thể giả sử 

ܰ ൌ ሺܰ ∩ ଵܰሻ ∪ …∪ ሺܰ ∩ ௞ܰିଵሻ ∪ ሺܰ ∩
௞ܰାଵሻ ∪ …∪ ሺܰ ∩ ௡ܰሻ.  

Khi đó ܰ ⊂ ଵܰ ∪ …∪ ௞ܰିଵ ∪ ௞ܰାଵ ∪ …∪ ௡ܰ. 
Điều này không thể xảy ra. Vì ܰ ⊂ ଵܰ ∪ ଶܰ ∪ …∪
௡ܰ là phủ đầy đủ, tồn tại ݉௞ ∈ ܰ\ ௞ܰ với mỗi ݇ ൑

݊. Theo bổ đề 2.2, ta có ⋂ ሺܰ ∩ ௝ܰሻ௝ஷ௞ ൌ
⋂ ሺܰ ∩ ௝ܰሻ
௡
௝ୀଵ ⊂ ܰ ∩ ௞ܰ. Giả sử ௞ܰ là module con 

nguyên tố của ܯ. Theo Mệnh đề 1.3, ܫேೖ  là ideal 
nguyên tố của ܵ. Do ܫேೕ ⊄ ேೖܫ  khi ݆ ് ݇ nên 

ேభܫ … .ேೖషభܫ ேೖశభܫ … ே೙ܫ ⊄ ߮ ேೖ. Tồn tại phần tửܫ ൌ
∏ ߮௝௝ஷ௞ ∈ ݆ ேೕ với mọiܫ ് ݇ nhưng ߮ ∉  ܰ ேೖ. Vìܫ

là module con hoàn toàn bất biến và ߮ ∈  ேೕ vớiܫ

mọi ݆ ് ݇, ta có ߮ܵሺ݉௞ሻ ⊂ ܰ ∩ ௝ܰ với mọi ݆ ് ݇. 
Từ ߮ ∉ ሻܯேೖ ta có ߮ሺܫ ⊄ ௞ܰ. Do tính nguyên tố 
của ௞ܰ, ta được ߮ܵሺ݉௞ሻ ⊄ ௞ܰ. Từ đó suy ra 
߮ܵሺ݉௞ሻ ⊄ ܰ ∩ ௞ܰ, mâu thuẫn với ⋂ ሺܰ ∩௝ஷ௞

௝ܰሻ ൌ ⋂ ሺܰ ∩ ௝ܰሻ
௡
௝ୀଵ ⊂ ܰ ∩ ௞ܰ. 

Vậy không có module con ௞ܰ nào nguyên tố 
trong ܯ, với ݇ ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ.  
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Định lý 3.2 (Định lý Prime Avoidance) 

Cho ܯ là một ܴ-module phải và ܰ là một 
module con hoàn toàn bất biến của ܯ. Giả sử 
ଵܰ, … , ௡ܰ là một số hữu hạn module con của ܯ sao 

cho ܰ ⊂ ଵܰ ∪ …∪ ௡ܰ. Giả sử có nhiều nhất hai 
trong các module ௞ܰ không là module con nguyên 
tố và  ܫேೕ ⊄ ݆ ேೖ khiܫ ് ݇. Khi đó, tồn tại ݇ ∈
ሼ1,… , ݊ሽ sao cho ܰ ⊂ ௞ܰ. 

Chứng minh  

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử ܰ ⊂
ଵܰ ∪ …∪ ௡ܰ là phủ đầy đủ. Khi đó ݊ ് 2. Theo 

mệnh đề 3.1 ta được ݊ ൑ 2. Khi đó ݊ ൌ 1 và do đó 
tồn tại ݇ sao cho ܰ ⊂ ௞ܰ.         

4 KẾT LUẬN 

Bài báo đã trình bày một số kết quả của bài 
toán hợp hữu hạn của các module con của một ܴ-
module ܯ. Đồng thời, Định lý Prime Avoidance 
cũng được tổng quát và chứng minh cho trường 
hợp của module trên vành không giao hoán. Các 
kết quả đạt được trong bài báo có thể được mở 
rộng cho bài toán hợp đếm được của các module 
con của một ܴ-module ܯ và đó sẽ là định hướng 
nghiên cứu, phát triển từ kết quả của bài báo này. 
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